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UWAGA: Rozwia↪zanie każdego zadania należy napisać na oddzielnej kartce. Każda↪ kartke↪
z rozwia↪zaniami podpisujemy podaja↪c: imie↪ i nazwisko, numer indeksu, numer grupy
ćwiczeniowej i nazwisko prowadza↪cego oraz temat kolokwium (A lub B). Dla wszystkich
odpowiedzi należy podać uzasadnienie.

Zadanie 1. A. (15pkt). Dla dowolnej liczby rzeczywistej a niech X(a) = {f ∈
C[0, 1] | f(0) = a}. Udowodnij, że X(a) jest zbiorem domknie↪tym i brzegowym w
przestrzeni metrycznej (C[0, 1], dsup).

B. (10pkt). Niech X =
∪

q∈Q X(q), gdzie . Udowodnij, że podprzestrzeń X przestrze-
ni (C[0, 1], dsup) nie jest metryzowalna w sposób zupe lny.

Zadanie 2. Niech Sn be↪dzie odcinkiem domknie↪tym na p laszczyźnie euklidesowej
R2 o końcach (−1/n, 1/n) i (−1/n, 1) i niech T be↪dzie brzegiem trójka↪ta o wierzcho lkach
(1, 1), (0, 0) i (−1, 1).

A. (15pkt). Pokaż, że podprzestrzeń p laszczyzny

X = T ∪
∞∪

n=1

Sn ∪ {(0, q) | q ∈ Q i 0 ≤ q ≤ 1}

jest spójna ale nie jest  lukowo spójna.

B. (10pkt). Niech Y = X̄ be↪dzie domknie↪ciem X na p laszczyźnie euklidesowej.
Udowodnij, że Y nie jest przestrzenia↪ ścia↪galna↪.

Wskazówka: Niech C = {(x, y) ∈ Y | 0 ≤ x}. Określ przekszta lcenie cia↪g le f : Y → C
takie, że f(c) = c dla c ∈ C.

Zadanie 3. Niech S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 +y2 = 1}, niech A = {(0,−1), (0, 1)} be↪dzie
zbiorem dwupunktowym i niech B = A ∪ {(1, 0)}.

A. (15pkt). Pokazać, że przestrzenie ilorazowe S1/A i S1/B sa↪ niehomeomorficznymi
przestrzeniami Hausdorffa.

B. (10pkt). Wskazać zbiór domknie↪ty X w przestrzeni S1/A i przekszta lcenie cia↪g le
f : X → D2 na brzeg dysku D2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} takie, że przestrzeń
(S1/A) ∪f D2 jest homotopijnie równoważna z S1.

Zadanie 4. Niech s0 ∈ S1 be↪dzie ustalonym punktem na okre↪gu i niech S2 =
{(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} be↪dzie sfera↪.

A. (10pkt). Udowodnij, że przestrzeń ilorazowa S1× I/S1×{0} jest homeomorficzna
z pó lsfera↪ S

2
+ = {(x, y, z) ∈ S2 | z ≥ 0}.

B. (15pkt). Niech X = {(a, b) ∈ S1 × S1 | a = s0 lub b = s0}. Udowodnij, że
przestrzeń ilorazowa S1 × S1/X jest homeomorficzna ze sfera↪ S

2.


